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1. Superkort lösningsskiss: (hur en fullständig lösnings ska ser ut? gå till anteckningar från 

undervisningen med mera…) 
 

𝑓´ (𝑥) = (3 − 3𝑥2)𝑒3𝑥 − 𝑥3
= 3(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)𝑒3𝑥 − 𝑥3

,  
 

𝑓´ (𝑥) = 0 för 𝑥 = ±1. Teckentabell visar att för 𝑥 = −1 har funktionen lokal minimipunkt,  

där 𝑓(−1) = 𝑒−2  och för 𝑥 = 1 har funktionen lokal maximipunkt,  

där 𝑓(1) = 𝑒2. Vidare gäller att 𝑓(𝑥) ⟶ +∞, då 𝑥 ⟶ −∞ och 𝑓(𝑥) ⟶ 0, då 𝑥 ⟶ +∞, dvs  𝑦 = 0 är en 

horisontell  asymptot bara då 𝑥 ⟶ +∞. 

(obs: tecknet  " ⟶ " läses som "𝑔å𝑟 𝑚𝑜𝑡" och används då man ej använder sig av tecknet "𝑙𝑖𝑚" för beräkning 
av gränsvärden) 

 

 
 

Svar:  𝑓(𝑥) > 0 ⟹ 𝑓unktionen har inga nollställen.  𝑦 = 0 är en horisontell  asymptot  

då 𝑥 ⟶ +∞. Lokal minimipunkt ges av  (−1, 𝑒−2) och lokal maximipunkt ges av  (1, 𝑒2). 

𝑉𝑓 = ]0,+∞[. 

 
2. Superkorta lösningsskisser: (hur en fullständig lösnings ska ser ut? gå till anteckningar från 

undervisningen med mera…) 

a)   
√3+𝑖

(1−𝑖)2
=

2𝑒
𝜋
6𝑖

(√2𝑒
−

𝜋
4𝑖

)

2 = ⋯ = 𝑒
2𝜋

3
𝑖
   

Svar:  𝑎𝑟𝑔 (
√3+𝑖

(1−𝑖)2
) =

2𝜋

3
 

b)  Lös ekvationen 𝑧2 = 3 + 4𝑖 . Sätter vi  𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 får vi 𝑎2 − 𝑏2 = 3 och 2𝑎𝑏𝑖 = 4𝑖. 

Hjälpekvationen ges av |𝑧2| = |3 + 4𝑖| ⟺ |𝑧|2 = 5 ⟹ 𝑎2 + 𝑏2 = 5. Första och tredje sambandet 

ger 𝑎 = ±2. Andra samdandet ger 𝑏 = ±1. … 

Svar:  𝑧 = ±2 ± 𝑖. 
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3.  

a) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1

2
⟺ cos 𝑥 =

1

√2
  𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟 cos 𝑥 = −

1

√2
 ⟺                                                        

⟺ 𝑥 = ±
𝜋

4
+ 2𝜋𝑛  𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟 𝑥 = ±

3𝜋

4
+ 2𝜋𝑛, 𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ ⟺ 𝑥 =

𝜋

4
+

𝜋

2
𝑛, 𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ  

 Svar: 𝑥 =
𝜋

4
+

𝜋

2
𝑛, 𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ 

 

b) √3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 ⟺ 2(
√3

2
𝑠𝑖𝑛𝑥 +

1

2
𝑐𝑜𝑠𝑥) = 1 ⟺ 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +

𝜋

6
) =

1

2
⟺ 

⟺ {

𝑥 +
𝜋

6
=

𝜋

6
+ 2𝜋𝑛,    𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ

𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟

𝑥 +
𝜋

6
= 𝜋 −

𝜋

6
+ 2𝜋𝑛,   𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ

   ⟺ {

𝑥 = 2𝜋𝑛,    𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ
𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟

𝑥 =
2𝜋

3
+ 2𝜋𝑛,   𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ

   

  

 Svar:  {

𝑥 = 2𝜋𝑛,    𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ
𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟

𝑥 =
2𝜋

3
+ 2𝜋𝑛,   𝑑ä𝑟 𝑛 ∈ ℤ

 

 

4.         
 

a) lim
𝑥→3

𝑥2−5𝑥+6

𝑥2−3𝑥
= [

𝑡𝑦𝑝

"
0

0
"
] = lim

𝑥→3

(𝑥−3)(𝑥−2)

𝑥(𝑥−3)
= lim

𝑥→3

(𝑥−2)

𝑥
=

1

3
          

 

 Svar: lim
𝑥→3

𝑥2−5𝑥+6

𝑥2−3𝑥
=

1

3
 

 

 

b)   lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥) = [
𝑡𝑦𝑝

"∞ − ∞"
] = lim

𝑥→−∞

(√𝑥2−2𝑥+𝑥)(√𝑥2−2𝑥−𝑥)

(√𝑥2−2𝑥−𝑥)
= [𝑓𝑦𝑙𝑙 𝑖] = lim

𝑥→−∞

−2𝑥

(√𝑥2−2𝑥−𝑥)
=

                 
 

 = lim
𝑥→−∞

−2𝑥

(√𝑥2 (1 −
2
𝑥
) − 𝑥)

= lim
𝑥→−∞

−2𝑥

(√𝑥2 ∙ √(1 −
2
𝑥
) − 𝑥)

= [
√𝑥2 = |𝑥|

|𝑥| = −𝑥 𝑑å 𝑥 < 0
] = 

= lim
𝑥→−∞

−2𝑥

(−𝑥 ∙ √(1 −
2
𝑥
) − 𝑥)

= lim
𝑥→−∞

−2𝑥

−𝑥 ∙ (√(1 −
2
𝑥
) + 1)

= lim
𝑥→−∞

2

(√(1 −
2
𝑥
) + 1)

= 

 

 

= [ lim
𝑥→−∞

2

𝑥
= 0] =

2

√(1 − 0) + 1
=

2

√1 + 1
= 1 

 

 

Svar: lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥) = 1           
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c)  lim
𝑥→0

𝑒2𝑥−1

𝑡𝑎𝑛𝑥
= [

𝑡𝑦𝑝

"
0

0
"
] = lim

𝑥→0

𝑒2𝑥−1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥=lim

𝑥→0

2𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
∙
𝑒2𝑥−1

2𝑥
∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = lim

𝑥→0
2 ∙

1
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥

∙
𝑒2𝑥−1

2𝑥
∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 

=

[
 
 
 
 
 lim

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
= 1

lim
𝑥→0

𝑒𝑡 − 1

𝑡
= 1, 𝑑ä𝑟 𝑡 = 2𝑥 ⟶ 0 𝑑å 𝑥 ⟶ 0 

lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 ]
 
 
 
 
 

= 2 ∙
1

1
∙ 1 ∙ 1 = 2 

 

 

Svar:  lim
𝑥→0

𝑒2𝑥−1
𝑡𝑎𝑛𝑥

= 2 

 

5. Funktionen 𝑙𝑛𝑥 är definierad bara för 𝑥 > 0, därför studerar vi  𝑦(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 2𝑙𝑛(𝑥 + 𝑘),   𝑥 > 0. 
 Kurvan och linjen tangerar varandra i en punkt 𝑥 som uppfyller  

 
𝑦´(𝑥) = 0  och    𝑦(𝑥) = 1. 

              Då följer att    

  

 

𝑦´(𝑥) =
1

𝑥
−

2

𝑥+𝑘
=

𝑘−𝑥

𝑥(𝑥+𝑘)
,    𝑦´(𝑥) = 0 ⟹ 𝑘 = 𝑥.   

 

             Detta betyder att vi kräver 

 

 𝑦(𝑘) = 1 ⟹ 𝑙𝑛𝑘 − 2𝑙𝑛(𝑘 + 𝑘) = 1 ⟺ 𝑙𝑛𝑘 − 𝑙𝑛(2𝑘)2 = 1 ⟺ 𝑙𝑛
𝑘

(2𝑘)2
= 1 ⟺ 𝑙𝑛

1

4𝑘
= 1 ⟺ 

 ⟺
1

4𝑘
= 𝑒 ⟺ 𝑘 =

1

4𝑒
              

 

 
 

 

Svar:  𝑘 =
1

4𝑒
        (obs: figuren bifogas bara som illustration, förväntas inte vid lösningen) 
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6.  

 

 
 

 får vi teckentabellen  

 

 

𝒙 𝟎  √𝟐   
𝜷´(𝒙)  + 0 −  
𝜷(𝒙)  ↗ 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√2  − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

√2  
    

↘  

 

 Detta visar att vinkeln är störst för 𝑥 = √2, och att detta maximala värde är  

 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√2  − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

√2  
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

√2

4
. (visa den sista likheten som övning      ) 

 

Svar:  Från 𝑥 = √2  på positiva  𝑥 -axeln ser man sträckan mellan punkterna   (0,1) och  (0, 2) under maximal 

vinkel. Det maximala värdet av vinkeln är  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√2  − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

√2  
. 

 

7. Superkort lösningsskiss:  
 

Låt 𝑓(𝑥) = 1 − √1 − 𝑥2 −
arcsin (𝑥)

2
 , −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑓(𝑥) är kontinuerlig och deriverbar på −1 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Vidare gäller att 𝑓´(𝑥) =
2x

2√1−𝑥2
−

1

2√1−𝑥2
=

2x−1

2√1−𝑥2
 ,  𝑓´(𝑥) = 0 ⟹

2x−1

2√1−𝑥2
= 0 ⟺ 𝑥 =

1

2
 , som ligger i 

intervallet  −1 < 𝑥 < 1. Eftersom 𝑓 (
1

2
 ) < 0, 𝑓(1) > 0 𝑜𝑐ℎ 𝑓(−1) > 0 ser vi att 

𝑓  ℎ𝑎𝑟 𝑡𝑣å 𝑛𝑜𝑙𝑙𝑠𝑡ä𝑙𝑙𝑒𝑛 ⟹ att ekvationen 1 − √1 − 𝑥2 =
arcsin (𝑥)

2
 ℎ𝑎𝑟 𝑡𝑣å rötter. 

  

Svar: Ekvationen 1 − √1 − 𝑥2 =
arcsin (𝑥)

2
  ℎ𝑎𝑟 𝑡𝑣å rötter .  

 

Med figurens beteckningar skall vi maximera 

funktionen: 

 

𝛽(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
2

𝑥
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

1

𝑥
   , 𝑥 > 0. 

 

Eftersom  

 

𝛽´(𝑥) =
1

1 +
4
𝑥2

∙ (−
2

𝑥2
) − 

1

1 +
1
𝑥2

∙ (−
1

𝑥2
) =  

=
−2

𝑥2 + 4
+

1

𝑥2 + 1
=

2 − 𝑥2

(𝑥2 + 4)(𝑥2 + 1)
= 

=
(√2 + 𝑥)(√2 − 𝑥)

(𝑥2 + 4)(𝑥2 + 1)
 

 

𝛽´(𝑥) = 0 𝑜𝑐ℎ  𝑥 > 0 ⟹ 𝑥 = √2  där  

𝛽(√2  ) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√2  − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

√2  
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OBS: extra till uppgift 7 med små steg       

• 𝑓 (
1

2
) = 1 − √1 −

1

4
−

arcsin(
1

2
)

2
= [

arcsin(𝑥) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 = 𝑥  𝑜𝑐ℎ −
𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

𝑎𝑙𝑙𝑡𝑠å

arcsin (
1

2
) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 =

1

2
 ⟺ 𝑣 =

𝜋

6
 , 𝑡𝑦 −

𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

] = 

= 1 −
√3

2
−

𝜋

6

2
=

1−√3−
𝜋

6

2
   𝑑ä𝑟   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1 < √3 < 2

1

2
=

3

6
<

𝜋

6
<

4

6
=

2

3

1 +
1

2
< √3 +

𝜋

6
< 2 +

2

3

−1 −
1

2
> −√3 −

𝜋

6
> −2 −

2

3

1 − 1 −
1

2
> 1 − √3 −

𝜋

6
> 1 − 2 −

2

3

−
3

6
> 1 − √3 −

𝜋

6
> −

10

6

−
10

6
< 1 − √3 −

𝜋

6
< −

3

6

−
10

12
< 𝑓 (

1

2
) < −

3

12
⟹ 𝑓 (

1

2
) < 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   alltså 𝑓 (
1

2
) < 0. 

• 𝑓(−1) = 1 − √1 − 1 −
arcsin(−1)

2
= 1 −

arcsin(−1)

2
= [

arcsin(𝑥) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 = 𝑥  𝑜𝑐ℎ −
𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

𝑎𝑙𝑙𝑡𝑠å

arcsin(−1) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 = −1 ⟺ 𝑣 = −
𝜋

2
 , 𝑡𝑦 −

𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

]= 

= 1 − (−
𝜋

4
 ) = 1 +

𝜋

4
> 0 , alltså 𝑓(−1) > 0. 

 

• 𝑓(1) = 1 − √1 − 1 −
arcsin(1)

2
= 1 −

arcsin(1)

2
= [

arcsin(𝑥) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 = 𝑥  𝑜𝑐ℎ −
𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

𝑎𝑙𝑙𝑡𝑠å

arcsin(1) = 𝑣 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑣 = 1 ⟺ 𝑣 =
𝜋

2
 , 𝑡𝑦 −

𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

𝜋

2

]= 

= 1 − (
𝜋

4
 ) = 1 −

𝜋

4
> 0 , alltså 𝑓(1) > 0. 𝑂𝑏𝑠: 

𝜋

4
< 1. 

 

  𝑓(𝑥) är kontinuerlig och deriverbar på −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, mha funna värden kan vi fylla i tabell på följande sätt,  

 

𝒙 −1  1

2
 

 1  

𝒇´(𝒙)    

0 
   

𝒇(𝒙) 𝑓(−1) > 0 ↘ 
𝑓𝑚𝑖𝑛 (

1

2
) < 0    

↗ 𝑓(1) > 0  

 


